Corrigé fourni par le concours, faire +20 au numéros des questions pour correspondre au DS.

II ETUDE DES SERIES OSCILLANTES
Q15. Soit A tel que > u, () converge, et soit u € C tel que u # A. Or

w—A

Up(p) = un(A) + n

A - PR .
et ) £== diverge; comme somme d’une série convergente et d’une série divergente, > u,(u) diverge.

S’il existe une valeur A € C telle que Y u,(\) converge, alors celle-ci est unique. |

Q16.

16.a) Par périodicité, on a
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16.b) Ecrivons, pour tout m € N*,
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En posant
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16.c) Puisque

S Y
(m+1)d mdimd-ﬁ-l m2 m2 )’

que la série ) 25 converge et que la série ) o(1/ m?) converge absolument, on en déduit que la série > (S(m+1)d* Smd)

a méme nature que la série ) %ﬂ :

La série (S(m+1)d — Smd) converge si et seulement si 2 = 0.

16.d) La suite des sommes partielles associée a la série précédente est la sous-suite (Spq)m des sommes partielles de
la série > u,. Notamment, si cette sous-suite diverge, la suite (Sn)n21 diverge également.
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Réciproquement, supposons que la série (S(mﬂ)d — Smd) converge, c’est-a-dire que la suite (S;,q)m converge.
On note ¢ sa limite. Alors, pour tout ¢ € [1;d — 1], la sous-suite (Syd+:)m converge également, puisque

: Wmd+k
Smai = Smd + > TGCE
k=1~ —
—0

m— oo

On en déduit que la suite (S,),,-, converge.

| > uy, converge si et seulement si Q = 0.

Q17. Si Pon note Q(A) = Zzzl(wk + A) = Q4 d\, I'étude qui précéde montre que la série > u,(\) converge si et
seulement si Q(A\) = 0, c’est-a-dire si et seulement si A = —Q/d.

| A = —Q/d est I'unique valeur telle que la série Y u,(\) converge. ‘

Q18.
18.a) (Ty),s, est périodique, donc

La suite (T,,),~, est bornée.

18.b) Ecrivons
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18.c) On note M un majorant de la suite (|T,|)n>1. Le terme général de la série étudiée vérifie

1 1 1 1
R e R Cater)
ag AR+1 ag A1

or la série Y (ﬁ - aklﬂ) converge (elle est télescopique et 1/ay m 0. Ainsi

1 1
Z Ty (— — > converge absolument, donc converge.

18.d) S’en déduit immeédiatement.
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